POLITECHNIKA POZNANSKA

EUROPEJSKI SYSTEM TRANSFERU I AKUMULACII PUNKTOW (ECTS)

KARTA OPISU PRZEDMIOTU - SYLABUS

Nazwa przedmiotu
Algebra liniowa z geometrig analityczng | [STMNT1>ALzGA1]

Przedmiot

Kierunek studiow Rok/Semestr
Matematyka nowoczesnych technologii 1/1

Studia w zakresie (specjalnosc) Profil studiow

- ogolnoakademicki
Poziom studiow Jezyk oferowanego przedmiotu
pierwszego stopnia polski

Forma studiow Wymagalnosc¢
stacjonarne obligatoryjny

Liczba godzin

Wyktad Laboratorium Inne
30 0 0
Cwiczenia Projekty/seminaria

30 0

Liczba punktéw ECTS

5,00

Koordynatorzy Wyktadowcy

prof. dr hab. inz. Pawet Kolwicz
pawel.kolwicz@put.poznan.pl

Wymagania wstepne

Podstawowe wiadomosci z zakresu szkoty sredniej. UmiejetnosS¢ sprawnego wykonywania dziatan
algebraicznych, znajomos$¢ zbioréw liczbowych oraz wtasnosci dziatan. Ma swiadomos¢ potrzeby
poszerzania swoich kompetenciji, gotowos¢ do podjecia wspotpracy

Cel przedmiotu

Poznanie podstaw rachunku liczb zespolonych. Poznanie rachunku macierzowego oraz wykorzystanie go
do rozwigzywania uktadéw rownan liniowych. Poznanie podstaw teorii przestrzeni liniowych i operatoréw
linio- wych, nabycie umiejetnosci rozwigzywania zagadnienia wtasnego operatora liniowego. Postugiwanie
sie rachunkiem algebry wektoréw do analizy prostej i ptaszczyzny w przestrzeni

Przedmiotowe efekty uczenia sie

Wiedza:

* ma wiedze nt. pojecia liczby zespolonej w roznych postaciach, nt. podstawowych pojec teorii macierzy,
teorii przestrzeni liniowych i operatoréw liniowych, rozumie dowody wazniejszych, wybranych twierdzen
lub idee dowoddéw z powyzszego zakresu [K_WO01(P6S_WG), K_W03(P6S_WGQG)];

* ma wiedze nt. podstawowych pojec¢ algebry wektoréw, potrafi rozpozna¢ rownania prostej i ptaszczyzny



w przestrzeni [K_W01(P6S_WG), K_W03(P6S_WG)].

Umiejetnosci:

* ma umiejetnosc obliczania wyznacznikdw, potrafi wyznaczac rzgd macierzy, macierz odwrotng, stoso-
wac rachunek macierzowy do rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych, rozpoznawac podprzestrzenie
liniowe i wymiar przestrzeni liniowej, rozwigzywaé zagadnienie wtasne operatora liniowego danego ma-
cierzg [K_U01(P6S_UW)];

* potrafi wyznaczac réwnanie prostej i ptaszczyzny w przestrzeni z wykorzystaniem algebry wektorow,
stosowac podstawowy rachunek liczb zespolonych [K_U01(P6S_UW)].

Kompetencje spoteczne:

* potrafi myslec¢ i dziata¢ w sposob matematycznie poprawny w obszarze algebry liniowej i geometrii
analitycznej [K_KO01(P6S_KK)];

* Zna ograniczenia wtasnej wiedzy i rozumie potrzebe dalszego ksztatcenia, rozumie koniecznosc¢ syste-
matycznej pracy [K_K02(P6S_KK)].

Metody weryfikacji efektéw uczenia si¢ i kryteria oceny
Efekty uczenia sie przedstawione wyzej weryfikowane sg w nastepujgcy sposob:

Wyktady:

Prog zaliczeniowy: co najmniej 50% punktow. Zagadnienia na egzamin, na podstawie ktérych
opracowywane sg pytania zostang przestane studentom drogg mailowg z wykorzystaniem uczelnianych
systemow elektronicznych.

* ocena wiedzy i umiejetnosci na egzaminie pisemnym sprawdzajgcym znajomosc¢ pojec oraz umiejetnosc
dowodzenia twierdzen i ilustrowania teorii przyktadami (mozliwe takze krétkie zadania praktyczne);

* uzyskiwanie punktéw dodatkowych za aktywnos¢ podczas zaje¢, w tym za przedstawienie referatow
(omawiajgcych dodatkowe aspekty zagadnien, w szczegodlnosci zastosowanie omawianej teorii w innych
naukach lub nawigzanie do umiejscowienia w historii matematyki) oraz za uwagi dotyczgce udoskonalenia
materiatow dydaktycznych.

Cwiczenia:

Wiedza nabyta w ramach ¢éwiczen jest weryfikowana przez dwa kolokwia realizowane w ok. 7 i 15 tygodniu
(alternatywnie 1 test na koniec semestru). Prog zaliczeniowy: co najmniej 50% punktéw. Zasady zaliczania
przedmiotu i doktadne progi zaliczeniowe zostang przekazane studentom na poczatku semestru z
wykorzystaniem uczelnianych systemow elektronicznych.

* ocenianie ciggte - premiowanie aktywnosci (dodatkowe punkty) przejawiajgcej sie w dyskusji oraz we
wspotpracy przy rozwigzywaniu zadan praktycznych;

* ocenianie ciggte - premiowanie przyrostu umiejetnosci postugiwania sie poznanymi technikami;

* uzyskiwanie punktéw dodatkowych za aktywnos¢ podczas zajeé, w tym za przedstawienie referatow
(omawiajgcych dodatkowe aspekty zagadnien, w szczegdlnosci zastosowanie omawianej teorii w innych
naukach lub nawigzanie do umiejscowienia w historii matematyki) oraz za uwagi dotyczgce udoskonalenia
materiatéw dydaktycznych;

 aktywny udziat w konsultacjach pogtebiajgcy wiedze oraz ukierunkowujgcy dalszg prace.

Tre$ci programowe

Aktualizacja: 01.06.2025r.

Wyktady: zagadnienia teoretyczne (definicje, lematy, twierdzenia, wnioski, algorytmy) oraz odpowiednie
przyktady dla zagadnien:

* liczby zespolone (postac¢ algebraiczna, trygonometryczna i wykfadnicza, dziatania na liczbach
zespolonych, réwnania algebraiczne);

* ciata liczbowe, ciata abstrakcyjne. Przestrzenie liniowe, baza, wymiar. Przeksztatcenia (operatory)
liniowe, wartosci i wektory wtasne przeksztatcenia liniowego;

*macierze, wyznaczniki, uktady réwnan liniowych, réwnania macierzowe, ,rzad macierzy, ,macierz
odwrotna;

- algebra wektorow (iloczyn skalarny, wektorowy i mieszany wektorow), prosta i ptaszczyzna w przestrzeni.
Cwiczenia: rozwigzywanie zagadnien praktycznych ilustrujgcych omawiane pojecia oraz przyktadowych
problemow z wykorzystaniem aparatu teoretycznego z wyktadu np.: wykorzystywanie postaci algebraiczne;,
trygonometrycznej lub wyktadniczej do rozwigzywania rownan algebraicznych, wyznaczanie zbioréw na
ptaszczyznie zespolonej, wyznaczanie wymiaru przestrzeni liniowej, wyznaczanie wspoétrzednych elementu
po zmianie bazy, badanie podprzestrzeni liniowych, badanie liniowosci operatora i wyznaczanie macierzy



operatora w ustalonej bazie, rozwigzywanie zagadnienia wtasnego operatora, rozwigzywanie rownan
macierzowych, obliczanie wyznacznikow, rozwigzywanie uktadow rownan liniowych metodg Gaussa,
wyznaczanie macierzy odwrotnej, rzedu macierzy, wykorzystanie rachunku algebry wektorow w geometrii
do

wyznaczania i analizy rownania prostej i ptaszczyzny.

Tematyka zaje¢

Wyktad

Liczby zespolone

1. Posta¢ algebraiczna liczby zespolone;j.

2. Postac trygonometryczna liczby zespolonej, wyprowadzenie z postaci algebraicznej.

3. Posta¢ wyktadnicza liczby zespolone;.

4. Dziatania na liczbach zespolonych: dodawanie, mnozenie i dzielenie w postaci algebraicznej i
trygonometryczne;j.

5. Sprawdzi¢, ze (C,+, ) jest ciatem.

6. Sprzezenie liczby zespolonej i wkasnosci.

7. Whasnosci modutu iloczynu, ilorazu liczb zespolonych.

8. Wihasnosci argumentu iloczynu, ilorazu i potegi liczb zespolonych .

9. Wz6r Moivre'a.

10. Pierwiatkowanie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej - twierdzenie z dowodem i
interpretacja geometryczna.

11. Réwnania algebraiczne w dziedzinie zespolonej i twierdzenie Gaussa.

Rachunek macierzowy cz.1

12. Definicja macierzy, rodzaje macierzy, przyktady.

13. Dziatania na macierzach: dodawanie macierzy, mnozenie macierzy przez liczbe, mnozenie macierzy
przez macierz (definicje i wkasnosci).

14. Definicja uktadu réwnan liniowych.

15. Metoda eliminacji Gaussa.

16. Definicja wyznacznika macierzy + wniosek - obliczenie wyznacznika macierzy stopnia 1,2 oraz 3.
17. Twierdzenie o rozwinigciu Laplace'a dla wyznacznika.

18. Wihasnosci wyznacznikow.

19. Ukfad Cramera - definicja i twierdzenie .

19a. Macierz odwrotna- definicja i wtasnosci.

20. Twierdzenie o wyznaczniku macierzy odwrotne;j.

21. Dwa twierdzenia o wyznaczaniu macierzy odwrotne;j.

22. Interpretacja ukfadu réwnan (rozwigzania) w terminach macierzy (macierzy odwrotnej).

Ciata i przestrzenie liniowe

23. Definicja ciata abstrakcyjnego, przyktady ciat.

24. Definicja przestrzeni liniowej, przyktady.

25. Kombinacja liniowa.

26. Podprzestrzen liniowa- definicja, przyktady.

27. Definicja powtoki liniowej, przyktady.

28. Wektory liniowo zalezne i wektory liniowo niezalezne- definicja oraz warunki rownowazne; przyktady.
29. Wymiar przestrzeni liniowej-definicja, przyktady.

30. Baza przestrzeni liniowej-definicja, przyktady.

31. Twierdzenie- warunek rownowazny na to aby uktad B={e, ,e. ,...e_{n}} byt baza.

32. Twierdzenie o uzupetnieniu uktadu liniowo niezaleznego do bazy.

Rachunek macierzowy cz.2

33. Przestrzen wierszy macierzy- definicja i twierdzenie o macierzach wierszowo rownowaznych.
34. Rzad macierzy- definicja oraz sformutowania rownowazne.

35. Twierdzenie Kroneckera-Capellego z dowodem oraz wniosek o liczbie rozwigzan.

36. Uktady jednorodne- definicja oraz dyskusja liczby rozwigzan na bazie Tw. Kroneckera-Capellego.

Przeksztatcenia liniowe, warto$ci i wektory wtasne przeksztatcenia liniowego

37. Definicja przeksztatcenia liniowego, przykfady.

38. Definicja jadra i obrazu przeksztatcenia liniowego.

39. Twierdzenie o reprezentacji operatora liniowego za pomocg macierzy.
40. Definicja wartosci wtasnej i wektora wtasnego.



41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.

Definicja podprzestrzeni wiasnej oraz widma.

Roéwnanie charakterystyczne i wielomian charakterystyczny macierzy- definicja.
Twierdzenie Cayleya-Hamiltona.

Suma algebraiczna przestrzeni liniowych.

Kowymiar podprzestrzeni liniowe;j.

Suma prosta przestrzeni liniowych. Twierdzenie o rozktadzie.

a) Operator rzutowania.

b) Twierdzenie o macierzy operatora wzgledem nowej bazy (macierz przejscia od jednej bazy do drugiej).
Twierdzenie o macierzy operatora wzgledem bazy ztozonej z jego wektorow wtasnych.

b) Macierz kwadratowa ortogonalna. Twierdzenie o ortogonalnej diagonalizowalnosci rzeczywiste;,
symetrycznej macierzy kwadratowej.

Geometria analityczna

48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.

Wektor -definicja.

Dtugos¢ wektora, cosinusy kierunkowe.

Prostokatny kartezjanski uktad wspotrzednych w przestrzeni.
Wektory rownolegte.

Wektory prostopadte.

Dodawanie wektorow.

Mnozenie wektora przez liczbe.

lloczyn skalarny- definicja i wlasnosci.

lloczyn wektorowy- definicja i wtasnosci.

lloczyn mieszany- definicja i wtasno$ci.

Réwnanie parametryczne prostej | oraz réwnanie prostej w postaci proporciji podwdjnej, gdy dany jest

punkt P | oraz wektor vl .

59.
60.
61.
62.

Réwnanie parametryczne prostej | przechodzacej przez dwa punkty P, ,P, O1.

Réwnanie parametryczne prostej | gdy dane sg ptaszczyzny m, ,m, takie ze I=mm:, N1

Réwnanie ptaszczyzny 11, gdy dany jest punkt PO 1 oraz wektor nLir .

Réwnanie ptaszczyzny 11, gdy dany jest punkt PO 1T oraz wektory v, ,v. takie, ze vi 11, v> lITT oraz v

1 ,V2 nie sg réwnolegte do siebie.

63.
64.
65.

Réwnanie ptaszczyzny 11 przechodzgcej przez 3 punkty niewspétliniowe.
Roéwnanie ptaszczyzny 1 zawierajgcej 2 proste rownolegte i rozne.
Réwnanie ptaszczyzny 11 zawierajgcej prostg I, i rownolegtej do prostej I, (proste |. ,I; nie sg

rownolegte).

66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.

Postac odcinkowa ptaszczyzny i jej zwigzek z postacig ogolna.
Réwnanie ptaszczyzny 11 zawierajgcej 2 proste przecinajgce sie..
Kat dwéch prostych.

Punkt wspdlny dwoch prostych.

Kat dwoch ptaszczyzn.

Kat prostej i ptaszczyzny.

Odlegtos¢ punktu od proste;j.

Odlegtos¢ dwdch prostych rownolegtych.

Odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny.

Odlegtos¢ dwédch ptaszczyzn rownolegtych.

Odlegtos¢ dwoch prostych skosnych.

Cwiczenia
Rozwigzywanie zadan praktycznych z wykorzystaniem materiatu przedstawionego na wyktadzie

Metody dydaktyczne

Wyktady:

» wyktad prowadzony na tablicy w sposéb interaktywny z formutowaniem pytan do grupy studentéw,
wyktad uzupetniony prezentacjg komputerowa;

* uwzglednia sie aktywnos$¢ studentdéw (przygotowanie referatow historycznych na temat matematykéw
zwigzanych z przedstawianym materiatem, referaty na temat zastosowan algebry w naukach inzynier-
skich, przedstawianie dowoddw pozostawionych do samodzielnego zrobienia) w czasie zajec przy
wystawianiu oceny koncowej;

» w trakcie wyktadu inicjowanie dyskusiji;



* teoria przedstawiana w powigzaniu z aktualng wiedzg studentéw z poprzednich wyktadow.
Cwiczenia:

* rozwigzywanie przyktadowych zadan na tablicy;

» szczegobtowe recenzowanie rozwigzan zadanh przez prowadzgcego ¢wiczenia i dyskusje nad
komentarzami.

Literatura

Podstawowa:

* A. I. Kostrykin, Wstep do algebry, cz.1 Podstawy algebry, PWN, Warszawa 2004;
* A. I. Kostrykin, Wstep do algebry, cz.2 Algebra liniowa, PWN, Warszawa 2004;

* A. I. Kostrykin, Zbiér zadan z algebry, PWN, Warszawa 2005;

* M. Grzesiak, Liczby zespolone i algebra liniowa, Poznah 1999;

* T. Jurlewicz, Z. Skoczylas, Algebra liniowa 1, Wroctaw 2003;

* T. Jurlewicz, Z. Skoczylas, Algebra liniowa 2, Wroctaw 2005;

* F. Leja, Geometria analityczna, PWN, Warszawa 1961.

Uzupetniajgca:

* H. Arodz, K. Rosciszewski, Zbior zadan z algebry i geometrii analitycznej dla fizykéw, PWN, 1990;
* J. Rutkowski, Algebra liniowa w zadaniach, PWN.

Bilans naktadu pracy przecietnego studenta

Godzin ECTS
taczny naktad pracy 125 5,00
Zajecia wymagajgce bezposredniego kontaktu z nauczycielem 62 2,50
Praca wtasna studenta (studia literaturowe, przygotowanie do zajec 63 2,50
laboratoryjnych/¢éwiczen, przygotowanie do kolokwiéw/egzaminu,
wykonanie projektu)




